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Beweis. Da die Abbildungen f und f ! ! idV kommutieren ist W f -invariant. Nach Lem-
ma 10.11gilt weiterhin U := !V! (f ) = ker( f ! ! idV )n . Aus Satz4.43 folgt daher dim(W) +
dim(U) = dim( V). Behaupte nun, dassU " W = { 0} gilt. Mit der Dimensionsformel folgt
dann sofort V = U # W, womit das Lemma bewiesen w¬are. Es verbleibt, die Behauptung
zu zeigen: sei dazuv $ U " W. Dann folgt einerseits ausv $ W, dass es einw $ V gibt mit
v = ( f ! ! idV )n(w). Andererseits istv $ U, und damit (f ! ! idV )n(v) = ( f ! ! idV )2n(w) = 0.
Also ist w $ !V! (f ). Wegen Lemma10.11ist dann aber schon (f ! ! idV )n(w) = 0, und damit
v = 0. Also ist U " W = { 0} .

Satz 10.13. (Hauptraumzerlegung ) Sei f $ Hom(V, V) Endomorphismus eines endlich-
dimensionalenK -Vektorraums V, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zer-
f¬allt:

" f (t) =
r"

i =1

(t ! ! i )di ,

wobei die! i paarweise verschieden und diedi $ N sind. Dann ist V die direkte Summe aus
den entsprechenden Hauptr¬aumen

V =
r#

i =1

!V! i (f ) ,

wobei di = dim( !V! i (f )).

Beweis. Beweis durch induktives Abspalten der Hauptr¬aume !V! i (f ). Da ! 1 eine Nullstel-
le des charakteristischen Polynoms" f von f ist, muss der Hauptraum !V! 1 (f ) gr¬osser als
{ 0} sein. Nach Lemma10.12hat man eine AufspaltungV = U # W in die f -invarianten
Unterr¬aume U = !V! 1 (f ) und W = im( f ! ! 1idV )n , wobei n = dim( V) ist. Da U und W
f -invariant sind, faktorisiert das charakteristische Polynom vonf in ein Produkt

" f = " f |U á" f |W

der charakteristischen Polynome der Einschr¬ankungen vonf auf U bzw. W. Nun kann " f |U
keine Nullstelle ! i mit i > 1 haben, denn ansonsten g¬abe es einen Vektor 0%= v $ U mit
f (v) = ! i v. Aber U = ker( f ! ! 1idV )n , also (f ! ! 1idV )n(v) = ( ! i ! ! 1)n v = 0. Dies ist
ein Widerspruch, denn! i %= ! 1. Andererseits kann! 1 nicht Nullstelle von " f |W sein, denn
sonst g¬abe es einen Eigenvektor zum Eigenwert! 1 in W. Aber V! 1 (f ) ist Unterraum von
U und U " W = { 0} , ! . Wegen der Eindeutigkeit der Linearfaktorzerlegung folgt damit
" f |U (t) = ( t ! ! 1)d1 , also insbesondered1 = dim( !V! 1 (f )), und " f |W (t) =

$ r
i =2 (t ! ! i )di . Wen-

de dieses Verfahren nun auff |W $ Hom(W, W) an und erhalte so sukzessive die gew¬unschte
direkte Summenzerlegung.

Bemerkung 10.14.



10.3. Jordansche Normalform

10.3. Jordansche Normalform

10 Jordansche Normalform 121

(1) Über algebraisch abgeschlossenen Körpern K (siehe Definition 7.11) zerfällt nach Be-
merkung 7.13 jedes Polynom in Linearfaktoren. Damit besitzt nach Satz 10.13 jeder
Endomorphismus endlich-dimensionaler Vektorräume über algebraisch abgeschlossenen
Körpern K eine Hauptraumzerlegung.

(2) Sei f 2 Hom(V, V ) Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums über
einem beliebigen Körper K. Nach Lemma 10.11 ist die Einschränkung (f ��idV )| !V! (f )

auf den entsprechenden Hauptraum !V! (f) nilpotent. Es gibt also nach Satz 10.6 eine
Basis des Hauptraums, sodass die entsprechende Matrixdarstellung von (f��idV )| !V! (f )
eine obere Dreiecksmatrix ist. Daraus folgt

�f | bV! (f )
(t � �) = �(f�! idV )| bV! (f )

(t) = td! (f ) ,

mit d! (f) = dim( !V! (f)), vgl. Beispiel 7.20(1). Besitzt f also eine Hauptraumzerlegung,
so zerfällt das charakteristische Polynom von f in Linearfaktoren. Linearfaktorisierung
des charakteristischen Polynoms und Hauptraumzerlegung sind daher äquivalent.

(3) Daraus folgt auch, dass ein Endomorphismus f 2 Hom(V, V ) eines endlich-dimensionalen
Vektorraums V genau dann diagonalisierbar ist, wenn sein charakteristisches Polynom
in Linearfaktoren zerfällt, und die Haupträume genau den jeweiligen Eigenräumen ent-
sprechen, wenn also die Multiplizitäten der Nullstellen des charakteristischen Polynoms
mit den Dimensionen der entsprechenden Eigenräume übereinstimmt. Wir finden also
Satz 7.25 wieder.

10.3 Jordansche Normalform

Definition 10.15.
(1) Sei � 2 K und k 2 N. Dann nennt man die Matrix

Jk(�) := �Ik + Jk =

"

#
#
#
$

� 1 0
. . . . . .

. . . 1
0 �

%

&
&
&
'

2 Mat(k, k;K)

einen Jordanblock der Größe k.
(2) Eine Matrix A 2 Mat(n, n;K) hat Jordansche Normalform, falls es ein s 2 N,

k1, . . . , ks 2 N und �1, . . . ,�s 2 K gibt, sodass

A =

"

#
#
#
$

Jk1(�1) 0
Jk2(�2)

. . .
0 Jks (�s)

%

&
&
&
'

, (10.3)

falls also A eine Blockdiagonalmatrix ist mit Jordanblöcken auf der Diagonalen.



10.3. Jordansche Normalform

122 10.3 Jordansche Normalform

Satz 10.16. (Jordansche Normalform) Seif 2 Hom(V, V) Endomorphismus eines endlich-
dimensionalen VektorraumsV. Dann gibt es genau dann eine BasisB von V, sodass MatB B(f )
Jordansche Normalform hat, wenn das charakteristische Polynom vonf in Linearfaktoren
zerf¬allt: ! f (t) =

Qr
i=1 (t � " i)di . Dabei sind die auftauchenden Jordanbl¬ocke eindeutig durch

f bestimmt (nicht aber deren Reihenfolge).

Beweis. Das folgt aus der Hauptraumzerlegung Satz10.13zusammen mit Satz10.6 ¬uber
die Normalform von nilpotenten Endomorphismen.
Falls es eine Basis gibt, sodassA = Mat B B(f ) Jordansche Normalform wie in (10.3) besitzt,
so ist A eine obere Dreiecksmatrix, deren charakteristisches Polynom wie in Beispiel7.20(1)
leicht berechnet werden kann:

! f (t) = ! A(t) =
sY

i=1

(t � " i)ki .

! f zerf¬allt also in Linearfaktoren.
Falls andererseits! f (t) =

Qr
i=1 (t�" i)di in Linearfaktoren zerf¬allt (wobei die " i hier paarweise

verschieden sind), so hatV nach Satz10.13eine Hauptraumzerlegung

V =
rM

i=1

bV! i (f ) .

Nach Lemma10.11ist f | !V! i (f ) � " iid !V! i (f ) nilpotent. Daher gibt es nach Satz10.6 also ei-

ne BasisBi von bV! i (f ), sodass MatBi Bi (f | !V! i (f ) ) Jordansche Normalform hat. Dabei ist die
Anzahl und Gr¬o§e der Jordanbl¬ocke festgelegt. Die Anordnung der Bl¬ocke h¬angt von der
Wahl der Basis ab. Wegen der Hauptraumzerlegung (Satz10.13) und dem Umstand, dass
die Hauptr¬aumef -invariant sind (Bemerkung10.10) folgt die Behauptung f¬ur die ganze Ab-
bildung f : V ! V.

Bemerkung 10.17. Seif 2 Hom(V, V) Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vek-
torraums V, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren zerf¬allt. Dann kann man
aus dem charakteristischen Polynom die Dimensionen der Hauptr¬aume ablesen. Letztere
entsprechen gerade der Vielfachheit der entsprechenden Nullstellen des charakteristischen
Polynoms:

dim( bV! (f )) = µ! (! f ) .

Das sagt einem aber noch nichts¬uber die Anzahl und Gr¬o§e der auftauchenden Jordanbl¬ocke
aus. Um diese zu bestimmen, muss man (z.B. wie im Beweis von Satz10.6) die Wirkung von
f auf den Hauptr¬aumen genauer studieren. Z.B. entspricht die Dimension des Eigenraums
dim(V! (f )) gerade der Anzahl der Jordanbl¬ocke zum Eigenwert" . Allgemein kann man die
Gr¬o§e der auftretenden Jordanbl¬ocke zu einem gegebenen Eigenwert" mit Hilfe von Formel
(10.2) bestimmen. Die Anzahlki der Bl¬ocke der Gr¬o§ei ist gegeben durch

ki = 2 dim(ker( f | !V! (f ) � " id !V! (f ) )
i) � dim(ker(f | !V! (f ) � " id !V! (f ) )

i! 1)

� dim(ker(f | !V! (f ) � " id !V! (f ) )
i+1 ) .
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Beispiel 10.18. Betrachte die Matrix

A =

!

"
"
#

0 2 2 0
0 2 0 ! 1

! 2 2 4 1
! 1 1 1 2

$

%
%
& " Mat(4, 4;Q) .

Das charakteristische Polynom vonA berechnet sich zu

! A (t) = det( tI 4 ! A) = ( t ! 2)4 .

Es zerf¬allt in Linearfaktoren. A kann also in Jordansche Normalform gebracht werden. Da
es nur einen einzigen Eigenwert," = 2 gibt, gibt es auch nur einen Hauptraum, alsoV :=
Mat(4, 1;Q) = 'V2(A). (Anderenfalls w¬urde man die folgende Analyse f¬ur jeden Hauptraum
einzeln ausf¬uhren.) Zun¬achst bestimmen wir die Gr¬o§en der auftretenden Jordanbl¬ocke. Dazu
betrachten wir die Matrix

B := A ! 2I4 =

!

"
"
#

! 2 2 2 0
0 0 0 ! 1

! 2 2 2 1
! 1 1 1 0

$

%
%
& .

Man rechnet leicht nach

B 2 =

!

"
"
#

0 0 0 0
1 ! 1 ! 1 0

! 1 1 1 0
0 0 0 0

$

%
%
& , und B 3 = 0 .

Nun bestimmt man die Kerne

U1 = ker( B) = L

!

"
"
#

(
))*

))+

!

"
"
#

1
1
0
0

$

%
%
& ,

!

"
"
#

0
1

! 1
0

$

%
%
&

,
))-

)).

$

%
%
& ,

U2 = ker( B 2) = L

!

"
"
#

(
))*

))+

!

"
"
#

1
1
0
0

$

%
%
& ,

!

"
"
#

0
1

! 1
0

$

%
%
& ,

!

"
"
#

0
0
0
1

$

%
%
&

,
))-

)).

$

%
%
& ,

U3 = ker( B 3) = Mat(4 , 1;Q) .

Gem¬a§ Formel (10.2) erh¬alt man f¬ur die Anzahl ki der Jordanbl¬ocke der Gr¬o§ei

k1 = 2 dim(ker( B)) ! dim(ker(B 2)) = 4 ! 3 = 1

k2 = 2 dim(ker( B 2)) ! dim(ker(B)) ! dim(ker(B 3)) = 6 ! 2 ! 4 = 0

k3 = 2 dim(ker( B 3)) ! dim(ker(B 2)) ! dim(ker(B 4)) = 8 ! 3 ! 4 = 1

k4 = 2 dim(ker( B 4)) ! dim(ker(B 3)) ! dim(ker(B 5)) = 8 ! 4 ! 4 = 0

ZerfŠllt in Linearfaktoren (Hauptraumzerlegung)

nur ein Eigenwert t=2 ! V = !V2(A) Ansonsten Analyse
fŸr jeden Hauptraum!
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!

"
"
#

(
))*

))+

!

"
"
#

1
1
0
0

$

%
%
& ,

!

"
"
#

0
1

! 1
0

$

%
%
&

,
))-

)).

$

%
%
& ,

U
2

= ker( B 2) = L

!

"
"
#

(
))*

))+

!

"
"
#

1
1
0
0

$

%
%
& ,

!

"
"
#

0
1

! 1
0

$

%
%
& ,

!

"
"
#

0
0
0
1

$

%
%
&

,
))-

)).

$

%
%
& ,

U
3
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nilpotent

Kerne:
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Anzahl der Jordanblšcke:

1 Block der Grš§e 1

1 Block der Grš§e 3

! "# $

⇒ auf jeden Fall ein Block der Grš§e 3
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Es kommen also jeweils ein Jordanblock der Gr¬o§en 1 und 3 vor. D.h. es gibt eine Basis-
wechselmatrixT ! GL4(Q), sodass

T ! 1 áA áT =

!

"
"
#

2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

$

%
%
& =

!

"
"
#

J1(2) 0 0 0
0
0 J3(2)
0

$

%
%
& .

Diese bestimmt man wie im Beweis von Satz10.6 (vgl. Beispiel 10.7). Starte beim gr¬o§ten
Block, hier dem Dreierblock. Man w¬ahlt zun¬achst ein v3, das nicht im Kern von B2 liegt,
z.B.

v3 = e1 =

!

"
"
#

1
0
0
0

$

%
%
&

und deÞniert

v2 := Bv3 =

!

"
"
#

" 2
0

" 2
" 1

$

%
%
& , und v1 := Bv2 =

!

"
"
#

0
1

" 1
0

$

%
%
& .

(v1, v2, v3) ist eine Basis f¬ur den Dreierblock. Als Basis f¬ur den Einerblock w¬ahlt man ein
v ! Mat(4, 1;Q), das im Kern vonB liegt, aber nicht in der linearen H¬ulle von { v1, v2, v3} .
Eine solche Wahl ist z.B.

v =

!

"
"
#

1
1
0
0

$

%
%
& .

In der Tat, f ¬ur die Basiswechselmatrix

T := ( v, v1, v2, v3) =

!

"
"
#

1 0 " 2 1
1 1 0 0
0 " 1 " 2 0
0 0 " 1 0

$

%
%
& ,

die die Standard-Basis des Mat(n, 1;Q) auf die Basis (v, v1, v2, v3) abbildet rechnet man
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Bestimmung einer Jordan-Basis:

Starte mit dem grš§ten Block
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FŸr den 1er-Block

w¬ahle v ! ker(B) \ L({v1, v2, v3})
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und

T ! 1 áA áT =

0

BB@

0 1 1 �2
0 0 �1 2
0 0 0 �1
1 �1 �1 0

1

CCA á

0

BB@

0 2 2 0
0 2 0 �1

�2 2 4 1
�1 1 1 2
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CCA á
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BB@

1 0 �2 1
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0 �1 �2 0
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1

CCA

=

0

BB@

2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 1
0 0 0 2

1

CCA .

Bemerkung 10.19. In der Tat gibt es eine Verallgemeinerung der Jordanschen Normalform,
die für beliebige Endomorphismen endlich-dimensionaler Vektorräume gilt, nicht nur solche
deren charakteristische Polynome in Linearfaktoren zerfallen. Diese Normalform hat aber
einen etwas komplizierteren Aufbau und wird hier nicht diskutiert. Stattdessen schließen wir
dieses Kapitel mit dem Satz von Cayley-Hamilton ab.

Satz 10.20. (Cayley-Hamilton) Jeder Endomorphismus f 2 Hom(V, V ) eines endlich-
dimensionalen Vektorraums V erfüllt seine eigene charakteristische Gleichung, d.h.

�f (f) =
dim( V )X

i=0

aif
i = 0 , wenn �f (t) =

dim( V )X

i=0

ait
i .

Beweis. Dieser Satz gilt ganz allgemein. Der Einfachheit halber wird der Beweis hier nur für
den Fall ausgeführt, dass f eine Jordansche Normalform hat, wenn also das charakteristische
Polynom in Linearfaktoren zerällt:

�f (t) =
rY

i=1

(t � �i)
di .

Dabei sind di 2 N und die �i 2 K paarweise verschieden. Wegen der Hauptraumzerlegung
und der f -Invarianz der Haupträume genügt es zu zeigen, dass für jeden Eigenwert �j gilt

�f (f)| !V
�j (f ) = 0 .

Dies folgt aber sofort, denn

�f (f) =
rY

i=1

(f � �iidV )
di ,

aber (f � �jidV )dj (bV! j ) = 0, und daher

�f (f)(bV! j ) =
Y

i"= j

(f � �iidV )
di � (f � �jidV )

dj (bV! j ) = 0 .


