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Satz 10.13. (Hauptraumzerlegung ) Seif $ Hom(V,V) Endomorphismus eines endlic
dimensionalenK -Vektorraums V, dessen charakteristisches Polynom in Linearfaktoren z

fallt:

llr

()=t )Y,

=1
wobei die!; paarweise verschieden und dié& $ N sind. Dann istV die direkte Summe at
den entsprechenden Haup&umen

#r
V= \ll!i(f)i

=1

wobeid, = dim( Y (f)).
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10.3. Jordansche Normalform

Definition 10.15.
(1) Sei A € K und k£ € N. Dann nennt man die Matrix

N
A1 0"
Jk()\) = Al + Jg :§ . . . , - Mat(k, k: K)
0 A

einen Jordanblock der Grofie £.
(2) Eine Matrix A € Mat(n,n; K) hat Jordansche Normalform, falls es ein s € N,
ki,....ks € Nund Aq, ..., s € K gibt, sodass

00
Ji; (A1) 0
Jes(A2) g

A= (10.3)

S

0 S (As)

falls also A eine Blockdiagonalmatrix ist mit Jordanblocken auf der Diagonalen.
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Satz 10.16. (Jordansche Normalform) Seif [ Hom(V, V) Endomorphismus eines endlicl
dimensionalen Vektorraumg/. Dann gibt es genau dann eine Basisvon V, sodass Mag g (f )
Jordansche Normalform hat, wenn das charakteristische Polynom vdnin Linearfaktoren
zerfallt: ! +(t) = [, (t—",)%. Dabei sind die auftauchenden Jordanbtke eindeutig durch

f bestimmt (nicht aber deren Reihenfolge).
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Beispiel 10.18. Betrachte die Matrix

! $
0 22 0
w0 20'1, |
A=y o 1({) Mat(4, 4:Q) .
111 1 2

Das charakteristische Polynom vorA berechnet sich zu

| A(t) =det(tl,! A)=(t! 2)*.

—> ZerfSlIt in Linearfaktoren (Hauptraumzerlegui

w=l» nur ein Eigenwertt=2 | V = V,(A) Ansonsten Analyse

fYr jeden Hauptraum!
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Bestimme die Grs8e der Jordanblscke:

! d ! $
12 2 2 0 0O 0 0 O
B . 0 00'1Y - 1 1111 0% -
B.=A! 2'4—# 12 2 2 1é * B # 1 1 1 1 Oé, und B° =0
11 11 O 0O 0 0 O
nilpotent

= auf jeden Fall ein Block der Grs8e

Kerne: ! (! fb !

" 050
R tE: T §
!(! $ ! ° $ ! $ $

3.1 )
U, = ker(BZ)—L#)_;; 1(/# |11(g#8g)g)
0) 0) 1
Us; = ker(B®) =Mat(4,1,Q). 1 Block der Grs8e 1

Anzahl der JordanblScke:
ki, = 2dim(ker(B))! dim(ker(B%))=4"! 3=

k, = 2dim(ker(B?)! dim(ker(B))! dim(ker(B3®)=6"! 2! 4=0 ’
ks = 2dim(ker(B3)! dim(ker(B%)! dim(ker(B*)) =81 3! 4=

ko, = 2dim(ker(B#)! dim(ker(B3))! dim(ker(B®) =81 4! 4=0

1 Block der Grs§e 3
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= 3T € GL4(R), mit ! $ I $

2|10 0 0 Ji2)|0 0 0
1iqap_" 0]/2 1 0f_n O 32
rradal=g glg 2 1&~# 0 J5(2) g

0/0 0 2 0

Bestimmung einer Jordan-Basis:

+ Starte mit dem grsSten Block

. Man vahlt zunachst einvs, das nicht im Kern von B2 liegt,

! 1 $ - ) $ ! 0 $
n 0 n 0 " 0
n . " 0 " 1
V3= €= 4 8 g und debniert Vo :=Bvs=4 ., ﬁ , ound Vi=Bva =g o0 g
0 . !

» (vi1, Vo, V3) ist eine Basis &r den Dreierblock

+ FYr den ler-Block

W

1
wahle v ! ker(B) \ L({v1,v2,v3}) v= # é ﬁ
0
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Basiswechselmatrix:
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